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RESUME. - Cet article présente la théorie des valeurs extrémes et son
application au calcul de la value at risk d’une position de marché. Cette théorie
statistique permet de quantifier le comportement des mouvements extrémes
de prix et de taux de sorte qu'une nouvelle mesure du risque de faillite peut
étre définie. Elle est utilisée pour calculer la value at risk d’'une position
sur le marché boursier francais. Les résultats de la méthode des valeurs
extrémes sont comparés a ceux des méthodes traditionnelles qui décrivent le
comportement statistique de toutes les rentabilités. Ces résultats empiriques
permﬁt,tent d’analyser la réglementation francaise en matiére de risques de
marché.

Value at Risk: A New Approach Based on Extreme Values

ABSTRACT. — This paper presents extreme value theory and its application
to the computation of the value at risk of a position. This statistical theory
allows quantification of the behavior of extreme moveme nts in prices and rates
such that a new measure for catastrophe or bankruptcy risk can be defined.
Empirically, it is shown that the Fréchet distribution models this type of movement
well. Extreme movements are associated with both little tremors like market
adjustments or corrections during ordinary periods, and also earthquake-like stock
market crashes, bond market collapses or foreign exchange crises observed
during extraordinary periods. The approach based on extreme values then
covers market conditions ranging from the usual environment considered by
the existing VaR methods to the financial crises which are the focus of stress
testing. The approach based on extreme values is then applied to a position
in the French stock market using extreme value theory which characterizes the
limit distribution of extreme returns. This method is then compared to different
methods of the traditional approach which describe the statistical behavior of all
returns (the historic distribution, the normal distribution and conditional processes
like the GARCH process or the exponential weighted moving average used in
RiskMetrics™ used to describe the variance). These empirical results allow to
evaluate the French regulation on market risks.
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1 Introduction

Le concept de Value at Risk (VaR) s’est imposé comme la mesure de
référence en matiere de risques de marché. La VaR d’une position est un
nombre censé mesurer et résumer le risque encouru sur une position. Elle
est définie comme la perte potentielle maximale pour une probabilité fixée
sur une période donnée '. Les risques considérés sont généralement ceux
liés aux fluctuations des taux d’intérét, du cours de change des monnaies,
du prix des actions et du cours des matieres premieres.

L’origine du concept de VaR peut étre trouvée dans le rapport des
activités de marché de JP Morgan demandé chaque jour par son ancien
président Dennis Weatherstone, qui insistait pour voir de facon agrégée
le risque des différentes positions de la banque (d’apres la revue Risk,
1995). L’utilisation de la VaR fut aussi recommandée par le Groupe des
Trente [1993] qui regroupe des institutions financieres internationales. La
mesure des risques de marché s’est peu a peu répandue ces dernieres années
dans les banques pour deux raisons : leurs résultats étaient de plus en plus
influencés par les activités de marché et les positions des opérateurs sur
certains marchés, comme celui des produits dérivés, s’amplifiaient et allaient
jusqu’a mettre en danger la pérennité de certaines institutions.

Mais si le concept de VaR a trouvé son origine dans le milieu bancaire,
la généralisation récente de son utilisation par les institutions financieres est
largement due aux instances de réglementation . En avril 1995, le Comité
de Bale a annoncé que les banques commerciales pouvaient utiliser cette
mesure du risque pour calculer la charge en fonds propres correspondant a
leurs risques de marché. La formule retenue par le Comité de Bale pour la
charge en fonds propres notée C'F'P est donnée par :

| i
(1) CFPyj; = Max( VaR,, (m +a) - - ‘Z VaR; |,
J=t—60

ol m est un facteur multiplicatif (scaling factor en anglais) dont la valeur
est fixée (arbitrairement?) a 3, o un facteur additionnel (plus factor en
anglais) dont la valeur comprise entre 0 et 1 dépend de la qualité de
prévisibilité du modele interne développé par I’institution considérée (voir
la recommandation du Comité de Bale, 1996a), ValR?; la VaR calculée

1. Une présentation générale du sujet peut étre trouvée dans WILsON [1996] et JorionN [1997].
KERBAUL, MAYET et PILLIARD [1997] traitent plus particulierement de la mise en application de
la VaR par les banques francaises.

2. Kupiic et O’BRIEN [1996] présentent en détail les différentes approches retenues par les autorités
de réglementation : 1’approche standard du Comité de Bile de la Banque des Réglements
Internationaux et de I’Union Européenne, I’approche des modeles internes pris en compte
récemment par ces deux mémes institutions, et ’approche de 1’engagement ex ante (Pre-
Commitment approach en anglais) proposée par le Federal Reserve Board.
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par le modele interne le jour j, t la date d’arrété et ¢t + 1 la date
d’application °. En France, comme I’explique Nouy [1996], la Commission
Bancaire (Reglement n° 95-02 du Comité de Réglementation Bancaire,
1995) a finalement adopté en application de la directive d’adéquation des
fonds propres de 1’Union Européenne (Capital Adequacy Directive CAD,
juin 1993) une formule un peu différente :

VaR
(2)  CFP.; = Max (CFPMSt, CFPMS; - %,m : VaRt>,
tl

dans laquelle la charge en fonds propres calculée d’apres la méthode standard
de la CAD, notée CFPMS, est comparée a la VaR donnée par le modele
interne, m étant le méme facteur multiplicatif que la méthode du Comité
de Bile, ¢ la date d’arrété, ¢t + 1 la date d’application et ¢’ une date de
référence passée.

Les deux formules ci-dessus montrent 1’importance accordée par les
instances de réglementation au concept de VaR. L’approche traditionnelle
de la VaR consiste a étudier la loi des variations de valeur de la position sur
une période donnée. Différentes méthodes sont actuellement développées
et testées dans les banques depuis que les autorités de réglementation
s’orientent vers une certaine auto-réglementation du secteur bancaire en
matiere de fonds propres (possibilité d’utiliser un modele interne). Les
principales méthodes de I’approche traditionnelle peuvent étre classées
en trois catégories : la méthode de simulation historique, la méthode de
simulation de Monte Carlo, et la méthode de variance-covariance. Les
méthodes sont appliquées soit directement sur la position agrégée, soit sur
des facteurs de risques (indices boursiers nationaux, cours des devises,
principaux taux d’intérét,...) sur laquelle la position peut étre décomposée.

La méthode de simulation historique utilise les réalisations passées des
facteurs de risque. Cette méthode évalue I’impact qu’aurait 1’évolution
passée des prix sur la valeur de la position considérée a un horizon donné.
La méthode historique permet de tenir compte des caractéristiques réelles de
la distribution statistique des facteurs de risque tels que 1’asymétrie entre les
parties gauche et droite de la distribution correspondant aux chocs négatifs
et positifs, les changements de la volatilité associés a des successions
de périodes calmes et agitées, et I’'importance des événements rares. En
pratique, les banques appliquent cette méthode sur un passé relativement
récent (utilisation d’une année de données historiques par exemple) afin de
ne considérer que les conditions de marché actuelles.

La méthode de simulation de Monte Carlo utilise un modele
économétrique pour déterminer 1’évolution des facteurs de risque au cours
du temps, les parametres de ce modele étant fixés par I'utilisateur ou estimés
a partir de données passées. Alors que la méthode de simulation historique
repose sur le seul scénario basé sur le comportement passé des marchés,
la méthode de simulation de Monte Carlo repose sur une multitude de

3. Les formules données par les autorités de réglementation sont analysées a la fin de cet article
a la lumiere des résultats sur les extrémes.
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scénarios aléatoires définis a partir du modele économétrique. La méthode
de simulation de Monte Carlo est flexible en terme de modélisation et permet
de traiter toutes les positions de marché une fois que le comportement des
prix des différents produits composant le portefeuille a été modélisé.

La méthode de variance-covariance encore appelée méthode de corrélation
suppose que les rentabilités des facteurs de risque sont distribuées comme
une loi normale multivariée, que les corrélations entre ces facteurs sont
stables au cours du temps et que la sensibilité de la position aux facteurs
(le delta de la position) est constante. La matrice de variance-covariance ou
de corrélation est estimée a partir d’observations passées d’apres un modele
statistique spécifié. L hypothese de normalité et de linéarité de la position
en fonction des facteurs de risque permet un calcul analytique de la VaR.

Les outils de gestion du risque actuellement développés par les banques
et par les sociétés de services en informatique s’inspirent des trois méthodes
précédemment mentionnées. Par exemple, le produit Charisma™ de
Chase Manhattan utilise la méthode de simulation historique, la version
commercialisée Raroc 2020™ de Bankers Trust utilise la méthode de
simulation de Monte Carlo avec 400 facteurs de risques spécifiés, et le
produit RiskMetrics™ proposé par JP Morgan utilise pour certains types de
position la méthode de variance-covariance.

Comme il a souvent été remarqué (Risk 1995), les méthodes existantes
prennent difficilement en compte les variations extrémes de prix observées
sur les marchés financiers. Par exemple, le krach boursier d’octobre 1987
a Wall Street (un événement d’amplitude égale a 20 écarts-types de la
distribution des rentabilités de 1’indice Standard and Poor’s 500) devrait
se produire en moyenne moins d’une fois tous les 100 millions d’années
dans un univers gaussien. De méme, appliquer la méthode historique sur un
passé trop récent ne permet pas de tenir compte des conditions de marché
qui se répetent peu souvent. Pour cette raison technique liée aux difficultés
de modélisation des queues des distributions statistiques, les méthodes de
calcul de VaR sont souvent complétées par des analyses s’intéressant en
particulier aux grands chocs de marché comme le stress testing utilisant des
simulations de scénarios catastrophes.

Les événements extrémes occupent une place centrale en finance et
notamment dans le domaine de la gestion des risques financiers. La
performance d’une banque sur une période donnée est souvent le fait
de quelques journées exceptionnelles, la plupart des journées de trading
ne contribuant que marginalement au résultat. De plus, les conditions
de crise intéressent davantage les instances de réglementation que les
conditions normales : les autorités sont concernées par la protection du
systeme financier contre les événements catastrophes tels que le krach
boursier d’octobre 1987, 1’ébranlement des monnaies du Systeme Monétaire
Européen en septembre 1992 ou encore les déboires du marché obligataire
en février 1994 qui peuvent étre a la source du risque systémique. Les
fonds propres doivent en principe couvrir les pertes d’une institution de
sorte qu’elle puisse continuer a exister méme apres un grand choc.

Dans cet article, nous proposons une nouvelle approche pour aborder le
probleme de la VaR. Alors que, traditionnellement, 1’approche consiste a
modéliser la distribution de foutes les rentabilités possibles de la position,
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nous ne retenons ici que les rentabilités extrémes. Nous proposons aussi
une méthode que nous appelons méthode des valeurs extrémes qui permet
de mettre en ceuvre notre approche en pratique. La VaR que nous calculons
utilise les rentabilités extrémes du marché définies comme la rentabilité
la plus élevée (le maximum) et la rentabilité la plus basse (le minimum)
observées sur une période donnée. Notons que les rentabilités extrémes
définies dans un sens statistique peuvent étre obtenues lors de périodes
usuelles correspondant au fonctionnement normal du marché et lors de
périodes agitées correspondant aux crises financieéres. Nous considérons
donc a la fois les petites secousses et les tremblements de terre affectant les
marchés financiers. Cet article propose d’utiliser explicitement les valeurs
extrémes pour calculer la VaR d’une position de marché.

La mesure statistique du risque considérée dans cet article est une mesure
du risque extréme définie a partir des queues des distributions; ce n’est pas
une mesure du risque global comme la variance utilisée dans la méthode
de variance-covariance. Comme nous 1’avons déja mentionné dans LONGIN
[1994], le choix du niveau des fonds propres des institutions financieres
est relié au risque de faillite. Pour cette raison, le niveau des fonds
propres devrait étre directement déduit des queues de distribution et il ne
devrait pas étre fondé sur une mesure du risque global utilisant toute la
distribution. L’outil utilisé s’appelle la théorie des valeurs extrémes qui
décrit le comportement statistique des termes maximum et minimum d’un
processus aléatoire. Empiriquement, dans LONGIN [1993], nous avons montré
par des tests statistiques que les extrémes observés sur les marchés financiers
obéissaient a la loi de Fréchet donnée par la théorie. Cette loi statistique
est a la base de notre méthode de calcul de la VaR. La méthode des valeurs
extrémes tient compte a la fois des conditions normales de marché étudiées
par les méthodes existantes de calcul de VaR et des conditions de crise qui
font 1’objet d’une attention spéciale dans les méthodes de stress testing qui
simulent des scénarios catastrophes.

La premicre partie de cet article introduit la théorie des valeurs extrémes.
La deuxieme partie présente notre méthode pour calculer la VaR d’une
position de marché a partir de la théorie des valeurs extrémes. Celle-ci
est illustrée a partir d’un exemple numérique et comparée aux méthodes de
I’approche traditionnelle. La conclusion rappelle I’'importance des valeurs
extrémes sur les marchés financiers et de leur prise en compte pour la
gestion des risques.

2 Présentation de la théorie des
valeurs extrémes

Cette partie présente des résultats statistiques concernant la loi des
observations extrémes d’une série aléatoire. Le théoréme de base qui
considere un processus dont les variables sont indépendantes et identique-
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ment distribuées (i.i.d.) est exposé tandis que de nouvelles avancées
concernant les processus conditionnels sont aussi discutées *.

2.1. Résultats exacts

Cette sous-partie présente quelques résultats statistiques exacts sur les
extrémes. Le phénomene observé est mesuré par une variable aléatoire
notée r. En pratique, le phénomene est la fluctuation de la valeur
d’une position et la variable aléatoire r n’est autre que la rentabilité
de cette position calculée pour une fréquence donnée (selon 1’horizon
souhaité, on pourra considérer des rentabilités journalieres, hebdomadaires,
mensuelles...). Appelons F). la fonction de répartition associée a la variable
aléatoire r et (I,u) le support de la fonction de densité. Considérons
T1,T2,...,Tn, N variables aléatoires mesurant 1’événement aux instants
1,2,...,n; les extrémes sont définis comme les maxima et les minima de
ces n variables aléatoires. Le maximum noté Y,, correspond a la plus haute
rentabilité observée sur les périodes 1,2, ...,n; de méme, le minimum, Z,,
correspond 2 la plus basse rentabilité >. Si les variables parentes ry, s, ... 7,
sont statistiquement indépendantes et de méme loi (hypothese de la marche
aléatoire), la loi exacte du maximum notée Fy, évaluée au point = s’exprime
simplement en fonction de la loi de la variable parente F). :

(3) Fy, (z) = [Er(2)]™.

La loi du maximum dépend essentiellement des propriétés de la loi de
la variable parente pour de grandes valeurs de x. En effet, pour de faibles
valeurs de x, I’influence de F,(x) décroit rapidement avec n. De la formule
(3), on déduit que la loi limite de Y,,, obtenue en faisant tendre n vers
I’infini, est nulle pour les valeurs de x inférieures a la borne supérieure
du support de la loi de 7, u, et égale a I'unité pour les valeurs de = plus
grandes que u. C’est donc une loi dégénérée.

En pratique, la loi de la variable parente (la rentabilité calculée pour
une fréquence donnée comme la journée, la semaine ou le mois) n’est
pas connue avec précision. En effet, il n’existe ni théorie statistique, ni
théorie financiere, ni modele économique qui spécifie la loi statistique
des rentabilités. De ce fait, si cette loi n’est pas connue, la loi exacte du
maximum ne I’est pas non plus. Les formules exactes de la loi du maximum
et de sa loi limite ne sont donc pas tres intéressantes. Pour cette raison, le
comportement asymptotique du maximum Y, est étudié.

4. Les résultats du théoréme de base (cas i.i.d.) se trouvent dans I’article de GNEDENKO [1943].
Le livre de LEADBETTER, LINDGREN et ROOTZEN [1983] rassemble les principales extensions du
théoreme de base aux processus. L’excellent livre de Gumbel [1958] insiste sur le traitement
statistique du sujet et donne de nombreuses applications pratiques (dimensionnement des
ouvrages d’art, résistance des matériaux, météorologie...); un ouvrage plus récent est celui de
EMBRECHTS, KLUPPELBERG et MIKOSCH [1997]. Un exposé tres clair en francais peut étre trouvé
dans JacoB [1989]. LoNGIN [1995a] traite des applications en finance.

5. Dans la suite de cette partie, les résultats théoriques ne sont présentés que pour le
maximum puisque les résultats pour le minimum peuvent étre obtenus directement a partir
de ceux du maximum en utilisant la formule suivante : Z,(r) = Min(r1,r2,...,7n) =
—Max(—71,—72,..., —Tn) = =Y, (—7).
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2.2. Un résultat limite : le théoreme des valeurs
extrémes

TiaGo de OLIVEIRA [1973] a écrit : « Puisque, en général, nous avons
des échantillons suffisamment larges, il est naturel et en général suffisant
pour des raisons pratiques de trouver des lois limites pour le maximum ou
le minimum convenablement réduits et de les utiliser. » Pour trouver une loi
limite d’intérét, la variable aléatoire Y,, est transformée de telle sorte que la
loi limite de la nouvelle variable ne soit pas dégénérée. La transformation la
plus simple est I’opération de standardisation. La variable Y, est ajustée avec
un parametre d’échelle o, (supposé positif) et un parametre de localisation
(. Dans le reste de I’étude, I’existence d’une séquence de tels coefficients
(o, > 0,0,) est supposée. Le théoréme des valeurs extrémes spécifie la
forme de la loi limite lorsque la variable n tend vers ’infini. Bien que le
résultat du théoreme reste vrai sous des hypotheses moins restrictives (cf
sous-partie 1.3), le théoreme de base peut &tre obtenu a partir des quatre
hypotheses suivantes :

H1. Les variables rq,75,...,r, sont des variables aléatoires.
H2. Les variables 71,75, ...,r, sont statistiquement indépendantes.
H3. Les variables 7, 7s,...,r, sont tirées de la méme loi.

H4. 11 existe une séquence de coefficients de standardisation (c,, > 0, 3,,)
tels que la loi limite Fy de la variable réduite (Y,, — §,)/«, ne soit pas
dégénérée.

Le théoreme des valeurs extrémes exposé dans sa version finale par
GNEDENKO [1943] donne la forme de la loi limite Fy dont ’expression la
plus générale est due a JENKINSON [1955]:

1 poury > 771 si T <0
4 F =exp|—(l—7-y)7| <
(4) v(y) xp[=( Ty poury <771 si 7> 0.

Selon la valeur du parametre 7 appelé indice de queue, la loi des extrémes

peut étre réécrite comme suit :

— Loi de Gumbel (type 1)
(5) Fy(y) = exp(—e™Y) pour y € R.

— Loi de Fréchet (type 1)
0 poury <0
6 F =<
(6) v(y) exp(—y~—*) poury >0 (k> 0).

— Loi de Weibull (type III)

—k
exp(—(—y pour y < 0(k < 0)
M Re)=<"PYY
1 poury > 0.

L’indice de queue 7 détermine le type de loi : 7 < O correspond au type

IL, 7 > 0 au type IIL et le cas limite 7 = 0 correspond au type I, (1—7-y)'/7

étant interprété comme e~ Y. La loi de Gumbel peut étre considérée comme
une loi de transition entre les lois de Fréchet et de Weibull.

Le parametre k, appelé parametre de forme, reflete le poids de la queue
de la distribution de la variable parente. L’indice de queue et le parametre
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de forme sont liés par la formule : 7 = —1/k. La queue de la distribution
F,. est, soit décroissante de facon exponentielle (type I), soit décroissante
comme une fonction puissance (type II), soit bornée (type III). Dans le
premier et le troisieme cas, tous les moments de la loi de r sont définis.
Dans le deuxieme cas, la loi de r présente des queues épaisses (fat-tailed
distribution en anglais) et le parametre de forme k est égal a ’ordre du
moment maximal. Les moments d’ordre j plus grands que k£ sont infinis
et les moments d’ordre j plus petits que %k sont finis. Par exemple, si k
est plus grand que l'unité, alors la moyenne des rentabilités existe; si k
est plus grand que deux, alors la variance est finie, si k& est plus grand
que trois, alors la skewness est définie et ainsi de suite. Plus la valeur du
parametre k est petite, plus la queue de la distribution de la variable r est
épaisse. Le parametre de forme est un parametre intrinseque du processus
de rentabilités et ne dépend pas du nombre de rentabilités parmi lesquelles
la rentabilité maximale est sélectionnée. Les parametres d’échelle a,, et
de localisation 3, dépendent de la longueur de la période de sélection, n,
et représentent respectivement la dispersion et la taille « moyenne » du
maximum (le parametre de localisation tend de facon asymptotique vers
la valeur modale de la distribution) ®. Le parameétre de forme k et les
coefficients de standardisation «,, et 3, peuvent étre différents pour les lois
du maximum et du minimum.

Un résultat de FELLER [1971] caractérise aussi la loi des extrémes d’une
somme finie de variables de base ’. La loi des extrémes de la variable de
base et les lois des extrémes de sommes finies de variables de base sont de
méme type avec une méme valeur d’indice de queue 7. Les coefficiens de
standardisation «,, et 3, peuvent cependant étre différents.

Le théoréeme des valeurs extrémes donne un résultat intéressant car
général : quelle que soit la loi de la variable parente, la loi limite des
extrémes a toujours la méme forme. Les lois des extrémes pour deux
processus parents différents ne se différencient que par les valeurs de
I’indice de queue et des parametres d’échelle et de localisation.

2.3. Extensions du théoréeme de base

Le mé&me résultat concernant la forme de la loi est obtenu si I’on relache
les hypotheéses d’indépendance et d’identité de la loi dont sont tirées les
variables. Citons quelques unes des extensions du théoréme. BERMAN [1964]
montre que le résultat tient toujours si les variables sont corrélées, la série
des coefficients de corrélation au carré étant convergente. Comme expliqué
dans LONGIN [1997a], la volatilité des rentabilités et des taux (modélisée

6. Le théoreme des valeurs extrémes étant un théoréme limite, il n’y a pas unicité de la séquence
des coefficients de standardisation (., , 8y ). Les séquences possibles doivent cependant vérifier
certaines propriétés. En pratique, nous estimons la séquence qui vérifie un certain critére (la
maximisation de la vraisemblance du modele par exemple).

7. En finance, étudier la somme de rentabilités (logarithmiques) revient a étudier le phénomene
d’agrégation temporel. Par exemple, la somme des cinq rentabilités journalieres d’une semaine
correspond a la rentabilité hebdomadaire.
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avec les processus de type ARCH) est influencée par les extrémes; DE HAAN,
RESNICK, ROOTZEN et DE VRIES [1989] montrent que si le processus suivi par
la rentabilité r est un processus ARCH, alors la variable Y,, est du type II,
I’indice de queue vérifiant : —0,5 < 7 < 0. D’aprés LEADBETTER, LINDGREN
et RooT1zEN [1983], un mélange de variables normales en nombre fini
produit une loi limite du type I. Ces extensions montrent que les hypotheses
d’indépendance et d’identité de la loi parente ne sont pas cruciales.

Notons enfin les similarités entre le théoréeme des valeurs extrémes exposé
ci-dessus et un théoréme beaucoup plus connu : le théoréme central limite.
Ce dernier s’intéresse au comportement de la somme S,, des n variables
aléatoires r1, 73, ..., 7, du processus, définie par : S, =ry +7rs+ ...+ 71,,
alors que le théoreme des valeurs extrémes s’intéresse au maximum et au
minimum du processus. Les deux théoremes sont asymptotiques par nature
dans le sens ou ils considerent le comportement des variables standardisées
quand le parametre n tend vers l'infini. Les deux théorémes s’appuient
aussi sur les mémes hypotheses et donnent des résultats similaires : la loi
limite de la variable standardisée qui est la loi normale ou une loi de Pareto
Lévy dans le cas du théoreme central limite, et la loi de Gumbel, la loi de
Fréchet ou la loi de Weibull dans le cas du théoréme des valeurs extrémes.

2.4. Applications (non-financieres) de la théorie des
valeurs extrémes

La théorie a été appliquée précédemment dans de nombreux domaines :
citons les inondations causées par les grandes crues de fleuves (GUMBEL
[1941]), la résistance des matériaux soumis a de grandes contraintes (EPSTEIN
et SOBEL [1953]), la construction des batiments dans les pays tropicaux
soumis a des vents extrémes dus aux cyclones (DELAUNAY [1986]) ou encore
les primes d’assurances suite a de grands sinistres (EMBRECHTS [1997]).

3 Calcul de la VaR a partir de
la loi asymptotique des rentabilités
extrémes

Cette partie montre comment la théorie des valeurs extrémes peut €tre
utilisée pour calculer la VaR d’une position .

8. Le probleme du traitement des valeurs extrémes dans le calcul de la VaR a été reconnu depuis
longtemps (Risk 1995). Un essai de formalisation peut étre trouvé dans BounDOUKH, RICHARDSON
et WHITELAW [1995] qui introduisent le concept de worst case scenario risk qui représente le
risque associé au pire des scénarios et dans DIMSON et MARSH [1995] qui considérent les pires
réalisations de la valeur de portefeuille pour évaluer le risque d’une position.
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3.1. Description de la méthode des valeurs extrémes
pour le calcul de la VaR °

La méthode est schématisée par 1’organigramme de la figure 1.
Chaque étape est détaillée ci-dessous :

s Etape 1 : choix de la fréquence des rentabilités (f). Les autorités
réglementaires comme le Comité de Béle ou la Commission Européenne
préconisent une fréquence de dix jours '°. La fréquence est reliée 2
I’horizon que I’on se fixe pour évaluer le risque catastrophe de faillite;
le choix de la fréquence est en général guidé par deux caractéristiques :
le degré de liquidité des titres du portefeuille et le degré de stabilité de la
composition du portefeuille. Pour une position liquide, des rentabilités de
haute fréquence comme des rentabilités journaliéres peuvent étre retenues
puisque les actifs peuvent étre vendus rapidement dans des conditions de
marché relativement bonnes. Pour une position peu liquide, des rentabilités
de basse fréquence comme des rentabilités hebdomadaires, bihebdomadaires
ou mémes mensuelles sont préférables puisque le temps pour se défaire des
titres dans des conditions satisfaisantes est plus long. Pour une position
dont la composition évolue rapidement sur la période considérée, une basse
fréquence est inadéquate puisque la composition peut étre completement
différente au début et a la fin de la période d’observation; dans ce cas, il
est préférable de retenir une fréquence élevée afin d’évaluer la variation
de valeur d’une position qui reste relativement stable dans le temps. En
pratique, pour des positions peu homogenes, le choix de la fréquence est
le résultat d’un compromis.

* Etape 2 : saisie de I’historique de rentabilités de la position (7). Nous
traitons ici le cas d’une position agrégée et nous nous placons donc dans
un cadre univarié !!.

* Etape 3 : choix de la longueur de la période de sélection des rentabilités
extrémes (7). Pour une fréquence donnée, il s’agit de déterminer la longueur
de la période de sélection des rentabilités extrémes, notée 7', ou encore le
nombre de rentabilités de bases (n) a partir desquelles sont extraites les
rentabilités extrémes. Les deux parametres 1’ et n sont reliés par la relation
T =n - f. La période de sélection devrait satisfaire une contrainte d’ordre
statistique : il faut que la période de sélection soit assez longue pour pouvoir
appliquer le théoréme des valeurs extrémes. Le résultat du théoreme étant
un résultat limite, il faut que les rentabilités extrémes soient sélectionnées

9. La méthode des valeurs extrémes utilisant la loi asymptotique estimée des rentabilités extrémes
donnée par la théorie permet la mise en oeuvre pratique de I’approche des valeurs extrémes.
Une autre méthode consiste a utiliser la loi historique des rentabilités extrémes observées.

10. Une fréquence plus élevée peut étre utilisée a condition de multiplier la VaR obtenue par un
certain coefficient (égal & 1/10 pour une fréquence journaliere par exemple).

11. Une démarche alternative consisterait a se placer dans un cadre multivarié pour étudier
les facteurs de risque sur lesquels la position peut se décomposer. Cependant, le risque
d’une position n’est pas toujours relié aux queues des distributions des facteurs de risque.
Par exemple, comme nombre de praticiens 1’on déja fait remarqué, le risque d’un straddle
(combinaison d’un call et d’un put sur le méme sous-jacent avec le méme prix d’exercice et
la méme date d’expiration) est associé au centre de la distribution du sous-jacent.
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FIGURE 1

Organigramme de la méthode des valeurs extrémes pour calculer la VaR
d’une position.

Ce schéma reprend les huit étapes de notre méthode : (1) choix de la
fréquence des rentabilités f; (2) saisie de [’historique de rentabilités de
la position r;; (3) choix de la longueur de la période de sélection des
rentabilités extrémes T (ou n);, (4) sélection des rentabilités extrémes
positives 'Y, ou négatives Z,; (5) estimation des parametres de la loi

asymptotique des rentabilités extrémes positives an™, B0 et 7™ ou

négatives aﬁlin, ﬂgﬂn et T™in. (6) test d’adéquation de Sherman de la loi
asymptotique estimée aux extrémes observés, (7) choix de la valeur de la
probabilité extréme p***; et (8) calcul de la VaR de la position.

@de la fréquence des rentabilités

Saisie de I'historique de rentabilités de la position

Choix de la longueur de la période de sélection

v

Sélection des rentabiltés extrémes

v

Estimation de la loi asymptotique
des rentabilités extrémes

v

/ Test d'adéquation de I'hypothése: \
la loi asymptotique décrit-elle correctement
\ les rentabilités extrémes observées? /

V

U

/

L'hypothése L'hypothése
d'adéquation d'adéquation
\ est rejetée n'est pas rejetée

v

@ la probabilit@

Calcul de la VaR de la position

sur des périodes suffisamment longues pour pouvoir remplacer en toute
sécurité la loi exacte par la loi asymptotique.
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s Etape 4 : sélection des rentabilités extrémes positives (V) et négatives
(Z,). La base de données est découpée en sous-périodes ne se chevauchant
pas et comprenant chacune n observations de rentabilités de fréquence f '2.
Sur chaque sous-période, la rentabilité extréme est sélectionnée '*. Si I’on
considere une position agrégée, seul I’extréme négatif présente un intérét
puisque les pertes sont concentrées dans la queue gauche de la distribution.
Si I’on considere les facteurs de risque sur lesquels la position peut &tre
décomposée, les deux types d’extréme présentent un intérét : les extrémes
négatifs pour une position longue et les extrémes positifs pour une position
courte. Si la base de données comprend N°** observations de rentabilités,
le nombre d’observations de rentabilités extrémes /N est égal a la partie
entiere de N°*/n. On obtient donc deux séries d’extrémes (Y, ;)i—1,n et
(Zn,i)i=1,n. Sur la figure 2, la procédure de sélection est illustrée dans
le cas de I'indice SBF 240 du marché boursier francais (base de données
AFFI) pour les rentabilités journalieres (f = 1) maximale et minimale
sélectionnées sur un trimestre (7" = 63 et de fagon équivalente n = 63).
Comme les rentabilités extrémes sélectionnées peuvent €tre obtenues lors
de périodes usuelles correspondant au fonctionnement normal du marché et
lors de périodes agitées correspondant aux crises financieres, nous retenons
donc a la fois les petites secousses et les tremblements de terre des marchés
financiers.

e Etape 5 : estimation des paramétres de la loi asymptotique des
rentabilités extrémes (o, 3, et 7). Il s’agit d’estimer les trois parametres
de la loi asymptotique du maximum (22, gmax et 722%) et du minimum
(qmin, gmin et rminy 3 partir des N rentabilités extrémes sélectionnées

précédemment. La méthode du maximum de vraisemblance donne des
estimations asymptotiquement sans biais et de variance minimale '*.

e Etape 6 : test d’adéquation de Sherman. Il s’agit de tester si la
loi asymptotique des rentabilités extrémes estimée a 1’étape précédente
décrit convenablement le comportement statistique des rentabilités extrémes
observées. SHERMAN [1957] propose un test fondé sur la comparaison des
distributions estimée et observée '°. Le test utilise la série des rentabilités
extrémes ordonnées. Par exemple, pour le maximum, la série des maxima
ordonnés notée (Y, ;)= v Vérifie: Y, | <Y, < ... <Y \. On calcule

12. Comme suggéré par I’un des arbitres, une alternative serait de sélectionner les extrémes sur des
périodes glissantes qui se chevaucheraient; une telle méthode utiliserait un nombre plus élevé
d’observations extrémes (il faudrait alors tenir compte de la corrélation entre les observations
extrémes de 1’échantillon dans I’estimation des parametres).

13. Alors que les méthodes de 1’approche traditionnelle considérent 1’information contenue dans
toute la distribution, la méthode que nous proposons ne prend en compte que I’information
pertinente pour le probléme traité : les extrémes positifs contenus dans la queue droite pour
une position courte et les extrémes négatifs contenus dans la queue gauche pour une position
longue. Cette propriété est soulignée dans ARTZNER et al. [1996].

14. Voir LoNGIN [1996a] pour une présentation des différentes méthodes d’estimation.

15. Le test de Sherman présente de bonnes propriétés pour des échantillons de petite taille comme
il converge rapidement vers la normalité. Il est aussi plus approprié que le test classique du
chi-deux puisqu’il ne requiert pas la partition arbitraire des données (GUMBEL [1958], p. 38).
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FIGURE 2

Sélection des rentabilités extrémes.

Les rentabilités maximales (marquées d’un carré) et minimales (marquées
d’un cercle) sont sélectionnées sur des périodes trimestrielles a partir
d’observations de rentabilités journaliéres de ’indice SBF 240 sur la période
janvier 1988-juin 1990 (base de données AFFI). L’exemple correspond aux
valeurs de parameétres suivantes : N obs — §34, f=1T =63 n =063
et N = 10. Les rentabilités extrémes sélectionnées correspondent parfois a
des tremblements de terre comme la plus forte chute journaliere de I’indice
pendant le dernier trimestre de I’année 1989 de —5,55% correspondant au
mini-krach boursier d’Octobre mais le plus souvent a des petites secousses
comme les plus fortes chutes sur les deux premiers trimestres de [’année
1990 respectivement de —2,20% et —1,69%.
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v == > [FralYe i) = Fra(Y),) -
N 92 g Y, ( n,1+1) Y, ( n,l) N+1

avec Fy (Y, ) = 0 et Fy, (Y, yi) = 1

La variable 2 est asymptotiquement distribuée comme une loi normale
de moyenne (N/(N + 1))N+! et de variance approchée (2¢ —5)/(e?/N) ou
e est I’élément de Neper (= 2,718). Une faible valeur pour €2y indiquera
que les distributions estimée et observée sont proches 1’'une de 1’autre
et que le comportement des extrémes est bien décrit par la théorie. Au
contraire, une valeur élevée pour {2y indiquera que les distributions estimée
et observée sont éloignées I'une de 'autre et que la théorie ne convient
pas. La valeur de 2 est comparée a une valeur seuil associée a un niveau
de confiance donné (5% par exemple). Si la valeur de la statistique €2y
est supérieure au seuil fixé, I’hypothese d’adéquation est rejetée. Le rejet
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peut étre expliqué par le fait que les extrémes retenus ont été sélectionnés
sur des périodes trop courtes, en d’autres termes, le nombre de rentabilités
de base a partir des quelles les rentabilités extrémes sont extraites n’est
pas assez élevé. La théorie des valeurs extrémes est, en effet, une théorie
asymptotique, et nécessite de travailler avec un grand nombre d’observations
afin d’étre suffisamment proche de la limite. Si I’hypothese d’adéquation
est rejetée, il faut alors revenir a la troisieme étape et choisir une période
de sélection plus longue. Si la valeur de la statistique {2y est inférieure
au seuil fixé, I’hypothése d’adéquation n’est pas rejetée et 1’on peut passer
a I’étape suivante.

s Etape 7 : choix de la valeur de la probabilité extréme (p*<'). Les
méthodes de 1’approche traditionnelle se donnent la probabilit¢é d’un
mouvement défavorable des prix de marché pendant une journée ou
pendant une période donnée '°, puis déduisent le montant A risque
correspondant a 1’aide d’un modele statistique. Par exemple, la VaR calculée

™
par RiskMetrics correspond a la probabilité d’observer un mouvement

défavorable quotidien. Dans RiskMetricsTM, le lien entre la probabilité et la
VaR est réalisé griace a la loi normale. Dans la méthode exposée dans cet
article, nous n’utilisons pas cette définition usuelle pour la probabilité. La
raison en est simple : nous ne connaissons pas de modele ayant un fondement
théorique (d’ordre statistique, financier ou économique) qui permette de faire
le lien entre cette probabilité et la VaR 7. Nous utilisons une probabilité
qualifiée d’extréme notée p®*' relative au pire mouvement défavorable de
fréquence donnée observé sur une longue période : par exemple, pour une
position courte, la probabilité pour que la rentabilité journaliere maximale
observée sur un trimestre soit en dessous d’un certain seuil (Ia valeur du
seuil pour une valeur de probabilité fixée nous donnant la valeur de la VaR
de la position ). Les probabilités usuelle p et extréme p*** sont reliées par
la formule : p*** = p" (formule (3) exprimée en terme de probabilités) .
Notre choix de la définition de la probabilité est guidé par les résultats
statistiques sur les extrémes présentés précédemment. Le théoreme des
valeurs extrémes montre en effet que le lien entre cette probabilité et la VaR
peut étre calculée et estimée avec précision. Le fondement théorique de la

16. Par exemple, la valeur de la probabilité retenue par quelques grandes banques sont : 99% pour
Bankers Trust (sur une année), 97,5% pour Chemical Bank et Chase Manhattan et 95% pour
Bank America et JP Morgan (sur un jour), alors que la derniére proposition du Comité de Bale
[1995] préconise une probabilité de 99% sur une période de 10 jours.

17. Avec une méthode de I’approche traditionnelle, le lien entre la VaR notée VaR(F:,p) et la
probabilité usuelle p est donné par la formule suivante : VaR(F.,p) = F;1(p).

18. Avec la méthode des valeurs extrémes, le lien entre la VaR notée VaR(Fy) ", p®*t) et la
probabilité extréme p~* est donné par la formule : VaR(Fg¥™P, poxt) = FosymP=! (pext),

19. Quand la distribution des rentabilités, F)., est connue, I’approche des valeurs extrémes est
équivalente a ’approche traditionnelle. Notons formellement VaR(F:,p) la VaR obtenue
classiquement a partir de la distribution des rentabilités et de la probabilité usuelle p et
VaR(Fy»,p") la VaR obtenue a partir de la distribution (exacte) des rentabilités extrémes
et de la probabilité extréme p°**. En supposant p®*' = p", nous obtenons en utilisant la
formule (3) : VaR(F,,p) = VaR(Fy»,p™"). L utilité¢ de la méthode des valeurs extrémes
provient bien siir du fait que 1’on ne connait pas en réalité la distribution F,. mais que 1’on peut
connaitre en 1’estimant la distribution (asymptotique) des valeurs extrémes. La VaR calculée
par la méthode des valeurs extrémes peut étre notée VaR(Fy "0, p™t).
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méthode est fort, puisque la loi asymptotique des extrémes est compatible
avec de nombreuses lois et classes de processus utilisées pour décrire le
comportement des rentabilités.

Le choix de la valeur de la probabilité extréme est arbitraire (comme 1’est
d’ailleurs le choix de la valeur de la probabilité usuelle dans les méthodes
de I’approche traditionnelle). Cependant, plusieurs considérations peuvent
nous guider : les contraintes imposées par la réglementation (par exemple,
la valeur pour la probabilité usuelle p de 0,99 préconisée par le Comité
de Bale implique une valeur pour la probabilité extréme p®** de 0,99™), le
degré de risque souhaité par les actionnaires, le souci de simplicité et de
présentation vis-a-vis de la Direction Générale ou du Comité de Gestion des
Risques (par exemple, la VaR calculée avec une probabilité extréme valant
95% et des rentabilités extrémes sélectionnées sur des semestres correspond
au choc décanal souvent cité comme référence dans les banques >°).

e Etape 8 : calcul de la VaR de la position. La derniére étape consiste
a calculer la VaR de la position a I’aide de la loi asymptotique estimée
précédemment. Le modeéle complet pour traiter des positions a la fois
courtes et longues comprend neuf parametres : la fréquence et le nombre
de rentabilités de base a partir desquelles sont sélectionnées les extrémes
(parametres notés f et n), les trois parametres de la loi asymptotique des
rentabilités maximales pour traiter le cas d’une position courte (X, gmax
et 7M*), les trois parametres de la loi asymptotique des rentabilités
minimales pour traiter le cas d’une position longue (it gmin et 7min)

n
et la valeur de la probabilité extréme.

Pour une position courte, la valeur de la VaR notée Va exprimée
en pourcentage du montant de la position est obtenue a I’aide de la loi
asymptotique des rentabilités maximales déterminée par les trois parametres

max /31118,)( max .
o, p et T :

(8) 1
V. Rcourte __ Amax Tmax
PI‘Ob(Yn S VaRcourte) :pext — exp{—(l _7_111ax . < a. ﬂn )) :| ’

max
o n

I{courte

impliquant
max

courte max a, ex qrax
() VaRee = g S0 (1 )™

7—111 ax

Pour une position longue, la valeur de la VaR notée VaR'°"#"® mesurée
positivement et exprimée en pourcentage du montant de la position
est obtenue a 1’aide de la loi asymptotique des rentabilités minimales
déterminées par les trois paramétres ot gmin er 7min

(10)

min longue .,an
grin 4 VaR "8 >> T }
’

min
oy

Prob(Zn Z _VaRlongue) :pext — eXp|i_<1_,7_min' (

20. BOULIER, DALAUD et LONGIN [1998] discutent de fagon détaillée le concept de période de retour
qui est sous-jacent au raisonnement.
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impliquant

min i
miln

(11) VaRlongue — _ﬂmin + a, . [1 _ (_In(pext»'r ]

n 1
min
T

La relation entre la probabilité p°** et la VaR est représentée sur la figure 3.

FIGURE 3

Calcul de la VaR d’aprés la méthode des valeurs extrémes.

Cette figure illustre graphiquement le calcul de la VaR pour une
position longue. L’aire de la surface grisée comprise entre [’axe des
abscisses, la courbe de densité de la loi de Fréchet des rentabilités
minimales et d’une droite verticale coupant ’axe au point d’abscisse -
VaR correspond graphiquement a la valeur de la probabilité extréme p°*.
Mathématiquement, la VaR est égale a I’inverse de la fonction de répartition
de la loi de Fréchet évaluée en p*.
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3.2. Exemple d’application

La méthode présentée ci-dessus est appliquée au calcul de la VaR d’une
position longue et d’une position courte sur le marché boursier francais
représenté par 1’indice SBF 240 (base de données AFFI sur la période
janvier 1997-juin 1990) 2!. Les résultats d’estimation de la loi asymptotique
des extrémes sont présentés dans un premier temps; une attention toute
particuliere est portée sur le choix de la longueur de la période de sélection
et de la fréquence des rentabilités. Des VaRs sont ensuite calculées pour
différentes valeurs de probabilités extrémes.

21. HAMON et JACQUILLAT [1992] donnent une présentation détaillée de la base de données de
I’ AFFI et des résultats empiriques sur le marché boursier francais.
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3.2.1. Estimation de la loi asymptotique des renta-
bilités extrémes

Les tableaux 1A et 1B donnent les estimations des trois parametres
des lois asymptotiques des rentabilités journalieres (f = 1) minimales et
maximales observées sur des périodes de longueur allant d’une semaine
(T = 5) a un trimestre (7" = 63). Commentons les résultats pour les
rentabilités minimales : le parametre d’échelle croit de 0,451 a 0,796,
indiquant que les extrémes négatifs sont de plus en plus dispersés; le
parametre de localisation croit en valeur absolue de 0,456 a 1,856, montrant

TaBLeau 1

Estimation des lois asymptotiques de rentabilités journalieres extrémes de
Uindice SBF 240.

A. rentabilités journalieres minimales

Période Parameétre Parametre de Indice Test d’adéquation
de sélection d’échelle o, localisation 3,, de queue T de Sherman

une semaine 0,451 -0,456 -0.283 5,236
(T'=5,N = 660) (0,016) (0.027) (0,031) [0,000]
deux semaines 0,597 -0,802 -0,224 0,572
(T =10,N = 330) (0,030) (0,037) (0,046) [0,284]

un mois 0,631 -1,170 -0,309 1,287

(T'=21,N =157) (0,049) (0,058) (0,076) [0,099]
un trimestre 0,796 -1,856 -0,386 0,438
(T'=63,N =52) (0,121) (0,136) (0,174) [0,331]

B. rentabilités journalieres maximales

Période Parameétre Parametre de Indice Test d’adéquation
de sélection d’échelle ay, localisation 3,, de queue T de Sherman
une semaine 0,479 0,658 -0,189 6,830

(T'=5,N = 660) (0,023) (0,024) (0,031) [0,000]
deux semaines 0,535 1,012 -0,133 0,944
(T =10,N = 330) (0,022) (0,039) (0,036) [0,173]
un mois 0,561 1,345 -0,165 -0,174
(T'=21,N =157) (0,039) (0,051) (0,063) [0,569]
un trimestre 0,664 1,887 -0,212 0,568
(T'=63,N =52) (0,082) (0,103) (0,108) [0,285]

Note: ces deux tableaux donnent les estimations du maximum de vraisemblance des trois
parametres des lois asymptotiques des rentabilités journalieres extrémes (avec les écarts-types
entre parentheses). Les rentabilités journalieres (f = 1) extrémes sont sélectionnées sur des
périodes ne se recouvrant pas allant d’une semaine (7" = 5) a un trimestre (7" = 63). Une
rentabilité minimale (maximale) correspond a la plus forte chute (hausse) du marché boursier
francais représenté par ’indice SBF 240 (base de données AFFI sur la période janvier 1977-juin
1990). La derniére colonne indique le résultat du test d’adéquation de Sherman pour vérifier
si la loi asymptotique décrit correctement le comportement des rentabilités extrémes (avec la
probabilité de dépassement entre crochets).
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que la taille « moyenne » des extrémes négatifs est de plus en plus grande;
I’indice de queue est stable, sa valeur est négative et varie entre —0, 224
et —0, 386 sans différence significative, impliquant que la loi limite est une
loi de Fréchet 2. En d’autres termes, la loi asymptotique des rentabilités
minimales s’étend en se déplagant vers la gauche, tandis que la décroissance
de la queue gauche reste identique. Le test de Sherman indique que
I’hypothese d’adéquation n’est pas rejetée au seuil de 5% pour des valeurs
de T supérieures a 10. On peut donc remplacer la loi exacte des rentabilités
minimales par la loi asymptotique lorsque celles-ci sont sélectionnées sur
des périodes de longueur supérieure a deux semaines. Des commentaires
similaires s’appliquent aux rentabilités maximales.

Les huit lois estimées sont représentées sur la figure 4. La figure semble
indiquer une certaine symétrie entre les lois des minima et des maxima.
L’hypothese de 1’égalité de leurs parametres définie pour chaque parametre
par ot = gax gmin — gmax e pmin — pmax eqt rejetée au seuil de 5%
une fois sur quatre pour ¢, deux fois sur quatre pour 3, et une fois sur
quatre pour 7. L’hypothese d’égalité est le plus souvent rejetée pour les
périodes de sélection longues (I' = 21 et T' = 63) pour des raisons en partie
liées a la détérioration de la qualité des estimatios (pour de grandes valeurs
de 7', comme nous disposons d’un nombre moins élevé d’observations
d’extrémes, les écarts-types des estimations sont plus élevés et il est donc
plus difficile de rejeter I’hypothese nulle d’égalité des coefficients).

Les lois asymptotiques des rentabilités extrémes sont aussi estimées pour
des fréquences différentes des rentabilités de base : fréquences journalicre,
hebdomadaire et bimensuelle (f = 1, 5 et 10). La longueur de la période de
sélection est prise égale a un trimestre (7" = 63) pour toutes les fréquences.
Ainsi, toutes les distributions sont estimées a partir du méme nombre
d’observations extrémes (N = 52) mais le nombre de rentabilités de base
(n) a partir desquels les extrémes sont sélectionnés varie d’une distribution
a lautre. Les résultats empiriques sont reportés dans le tableau 2 pour
trois fréquences données : 1 jour (rappel de la derniere ligne du tableau 1),
5 jours et 10 jours. Les lois d’extrémes se déplacent vers la gauche (pour
les minima) et vers la droite (pour les maxima) comme 1’indique la valeur
du parametre de localisation qui augmente en valeur absolue et sont de plus
en plus dispersées comme I’indique la valeur du parametre de dispersion
qui augmente alors que les queues des distributions décroissent de maniere
identique puisque la valeur de I’indice de queue reste stable.

22. Le test du ratio de vraisemblance montre que la loi de Gumbel (et a fortiori la loi de Weibull)
est toujours rejetée en faveur de la loi de Fréchet. Par exemple, pour le cas des rentabilités
minimales sélectionnées sur un trimestre, la valeur du test (distribué comme un chi-deux a un
degré de liberté) est égale a 7,097 avec une probabilité de dépassement associée de 0,008. Le
rejet de la loi de Gumbel pour les rentabilités extrémes implique le rejet des lois a queues finies
comme la loi normale pour le processus des rentabilités; le non-rejet de la loi de Fréchet est
compatible avec des lois a queues épaisses comme les lois de Student et les processus GARCH.
LoNGIN (1995b) discute en détail comment on peut utiliser les résultats sur les extrémes pour
modéliser la loi de toutes les rentabilités.
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FIGURE 4

Lois asymptotiques de Fréchet des rentabilités extrémes.

Les rentabilités extrémes sont sélectionnées sur des sous-périodes dont la
longueur est fixée a une semaine (T = 5), deux semaines (T = 10 =, un
mois (T = 21) et un trimestre (T = 63). Les sous-périodes ne se recouvrent
pas. Les trois parametres (o, 3, et T) des lois de Fréchet correspondantes
sont estimés par la méthode du maximum de vraisemblance. Les rentabilités
extrémes sont sélectionnées a partir des rentabilités de 'indice SBF 240
(base de données AFFI sur la période janvier 1997-juin 1990). Quand la
longueur de la période de sélection s’accroit, la distribution se déplace vers
la gauche pour les minima et vers la droite pour les maxima, et s’étend,
tandis que la forme de la distribution et en particulier la décroissance des
queues reste la méme.
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3.2.2. Calcul de la VaR pour une position

Les estimations obtenues ci-dessus sont maintenant utilisées pour calculer
des VaRs pour des positions longue et courte sur le marché boursier francais.
Nous utilisons des rentabilités extrémes sélectionnées sur un trimestre (cette
longueur de période de sélection peut étre retenue puisque 1’hypothese
d’adéquation n’est pas rejetée par le test de Sherman) 2*. Les résultats sont
reportés dans le tableau 3 pour différents niveaux de probabilité extréme;
il est intéressant de considérer plusieurs niveaux pour avoir une idée de la
perte au-dela de la VaR (LONGIN, 1997b). Par exemple, pour une position
longue de 100FF et pour une probabilité extréme égale a 50%, la VaR est
de 2,17FF. En d’autres termes, il y a une chance sur deux que I’investisseur
perde plus de 2,17FF en une seule séance boursiere sur un trimestre, ou

23. BOULIER, DALAUD et LONGIN [1998] étudient la consistance des résultats de VaR pour différentes
longueurs de période de sélection.
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TABLEAU 2

Estimation des parametres des lois asymptotiques de rentabilités
Jjournaliéres, hebdomadaires et bimensuelles extrémes de I’indice SBF 240.

Fréquence des Rentabilités minimales Rentabilités maximales
rentabilités de base
Qap B T an Bn T
journaliere 0,796 -1,856 -0,386 0,664 1,887 -0,212
(f=1,n=52) (0,121) (0,136) 0,174) (0,082) (0,103) (0,108)
hebdomadaire 0,928 -2,754 -0,428 1,391 2,781 -0,281
(f=5n=12) (0,137) 0,197) (0,234) 0,157) 0,127) (0,150)
bimensuelle 1,329 -3,455 -0,377 1,806 3,570 -0,175
(f=10,n=6) (0,210) (0,158) (0,246) (0,142) (0,139) 0,137)

Note: ce tableau donne les estimations du maximum de vraisemblance des trois parametres des lois
asymptotiques des rentabilités extrémes sélectionnées a partir de rentabilités de base de différentes
fréquences (1 jour, 5 jours et 10 jours) avec les écarts-types entre parenthéses. Les rentabilités
extrémes sont sélectionnées a partir des rentabilités de ’indice SBF 240 (base de données AFFI
sur la période janvier 1977-juin 1990). Pour toutes les fréquences, la longueur de la période de
sélection est prise approximativement égale a un trimestre (7' = 63 pour la fréquence journaliere
et 7' = 60 pour les fréquences hebdomadaire et mensuelle). Ainsi, toutes les distributions soient
estimées a partir du méme nombre d’observations d’extrémes (N = 52).

TaBLEAU 3

VaR calculée d’apres la méthode des valeurs extrémes pour une position
longue et une position courte dans Uindice SBF 240.

Probabilité extréme Value at Risk (exprimée en % de la position)
Position longue Position courte
50% 2,17 2,14
(2 trimestres) [2,05, 2,29] [2,04, 2,24]
75% 3,13 2,83
(4 trimestres) 2,89, 3,37] [2,67, 3,00]
90% 4,71 3,80
(10 trimestres) [4,15, 5,27] [3,48, 4,12]
95% 6,28 4,63
(20 trimestres) [5,24, 7,33] [4,11, 5,15]
99% 11,97 7,06
(100 trimestres) [7,57, 16,37] [5,41, 8,70]

Note: ce tableau indique la VaR pour une position de 100FF dans I'indice SBF 240 (ou encore
la VaR exprimée en pourcentage du montant quelconque d’une position). Les cas de la position
longue est traité grice a la loi asymptotique des rentabilités minimales tandis que le cas de la
position courte fait appel a la loi des rentabilités maximales (cf. la derniere ligne des tableaux
1A et B pour les estimations sur la période janvier 1977-juin 1990). Les rentabilités journalieres
extrémes sont sélectionnées sur des trimestres ne se recouvrant pas (7' = 63). La VaR est calculée
pour des probabilités extrémes variant de 50% a 99% correspondant a des périodes de retour
indiquées en dessous entre parenthéses variant de 2 trimestres a 100 trimestres. Pour chaque
estimation, un intervalle de confiance a 50% est dérivé des quartiles de la loi asymptotique et
donné entre crochets.
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encore, la période de retour moyenne >* pour observer une perte supérieure
a 2,17FF est égale ici a 2 trimestres. Pour une probabilité extréme de 95%
(équivalent a une période de retour moyenne de 20 trimestres ou 4 ans),
la VaR s’éleve a 6,28FF. Une probabilité extréme plus élevée implique
une VaR plus élevée. Un intervalle de confiance traduisant I’incertitude
sur I’estimation (I’erreur d’échantillonnage) de la loi de Fréchet peut étre
calculé ». Par exemple, pour une position longue et une probabilité extréme
de 95%, il y a 50% de chance que la VaR estimée soit entre 5,24FF et
7,33FF. L’intervalle a 90% est [3,73FF, 8,84FF]. La VaR en fonction de la
probabilité extréme est représentée sur la figure 5 avec une estimation de
I’erreur de mesure correspondante.

3.2.3. Analyses de sensibilité

Notre méthode des valeurs extrémes permet des analyses de sensibilité.
En effet, c’est une méthode paramétrique qui donne une formule explicite
pour la VaR (contrairement a la méthode de simulation historique qui
est non-paramétrique). L’analyse de la sensibilité peut étre conduite en
terme de changement de la dispersion des extrémes (variation du parametre
d’échelle «,), en terme de changement de 1’amplitude « moyenne »
(variation du parametre de localisation (3,) et en terme de changement
de I’épaisseur des queues (variation de I'indice de queue 7). La sensibilité
notée S est définie comme la variation relative de la VaR pour une variation
relative d’un parametre de 1%. Au seuil de probabilité de 95%, la VaR pour
une position longue dans I’indice SBF 240 est surtout sensible au parametre
d’échelle (S(w,) = 0,70) et a I’indice de queue (S(7) = 0,48) et peu
sensible au parametre de localisation (S(5,) = 0,30). Pour des seuils de
probabilité plus conservateurs, la VaR est surtout sensible a l’indice de
queue : S(7) = 0,97 pour p = 0,99.

3.3. Comparaison des méthodes et des approches

Nous comparons maintenant les résultats de VaR obtenus par les deux
approches : I’approche traditionnelle qui s’intéresse a toute la distribution et
I’approche des valeurs extrémes qui s’intéresse en particulier aux queues de
distribution. Pour chaque approche, différentes méthodes (lois statistiques)
sont étudiées : la loi historique, la loi normale non-conditionnelle et des
processus conditionnels pour 1’approche traditionnelle d’une part, et la loi
historique et la loi asymptotique pour I’approche des valeurs extrémes
d’autre part.

24. La période de retour moyenne 7'(z) d’une réalisation d’une variable aléatoire X distribuée
selon la loi Fy, inférieure ou égale a z, est donnée par la formule : T'(z) = m

25. La formule de I’écart-type qui permet de calculer le quartile peut étre trouvée dans KENDALL
[1994]. Une discussion de I’incertitude sur les valeurs de VaR peut étre trouvée JORION [1996].
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FIGURE 5

VaR en fonction de la probabilité extréme.

La valeur de la VaR d’une position dépend de la valeur du seuil de probabilité
choisie. Dans notre méthode, cette probabilité est qualifiée d’extréme
puisqu’elle utilise les rentabilités extrémes de la position. Comme le montre
cette figure, une probabilité extréme plus forte implique une VaR plus élevée.
La VaR étant une variable statistique calculée a partir de données, il est
important de connaitre ’incertitude liée a son estimation statistique (erreur
d’échantillonnage) : les intervalles de confiance a 50% et a 90% représentés
sur la figure en trait pointillé quantifient l'incertitude de mesure sur la VaR.
La figure utilise la loi des rentabilités journalieres minimales de [’indice
SBF 240 sélectionnées sur des trimestres ne se recouvrant pas (base de
données AFFI sur la période janvier 1997-juin 1990).
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3.3.1. Description des méthodes

Méthodes pour I'approche traditionnelle

La méthode historique n’offre qu’un traitement brut des données. Dans
I’approche traditionnelle, on utilise la loi historique des rentabilités de base
et une probabilité usuelle p. Notons VaR(F!' p) la VaR obtenue par la
loi historique (approche traditionnelle).

La deuxiéme méthode retenue repose sur la connaissance supposée du
comportement statistique des rentabilités de base. Dans un premier temps,
nous considérons le cas de la loi normale non-conditionnelle. Les rentabilités
de base sont supposées tirées d’une loi normale non-conditionnelle (2
moyenne et variance constantes). Empiriquement, sur la période janvier
1997-juin 1990, la moyenne et 1’écart-type des rentabilités journalieres du
marché ont été de 0,064% et 0,991%, soient en valeurs annuelles 16,10%
et 15,66%. Nous notons VaR(F°™ p) la VaR obtenue par la loi normale
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non-conditionnelle. Dans un deuxieme temps, nous considérons le cas d’un
processus conditionnel normal pour lequel la moyenne et la variance de la
loi des rentabilités de base varie au cours du temps (c’est le cas par exemple
du processus GARCH ou de processus utilisé dans RiskMetrics™). Dans
cette modélisation, les résultats de VaR dépendent des conditions du marché
et en particulier du niveau de la volatilité. Notons VaR(Fy"™,p) la VaR
calculée a la date ¢ par la méthode conditionnelle.

Le modele RiskMetrics™ développé par J. P. MORGAN [1995] est un
exemple de modele conditionnel dont les VaRs calculées a différentes dates
refletent le degré de volatilité du marché. Ce modele utilise 1a loi normale
avec une moyenne et une variance qui varient au cours du temps. En
particulier, la variance estimée a la fin de la période ¢, notée o7, suit un
processus moyenne mobile a lissage exponentiel défini par

“+oo
(12) o? :ijaf_j, avec w; = M(1—1), 0 <A<,
=0

Alternativement, I’équation de la volatilité peut se formuler sous la forme
récursive.

(13) o} =Aa? 4+ (1= X)r?, of donné, 0 < A< 1.

La variance initiale o2 est calculée a partir des premieres observations
de rentabilités. Une valeur optimale du parametre A peut étre calculée pour
décrire au mieux la volatilit€ observée. Pour la série étudiée, nous trouvons
0,87 (une valeur proche de 0,94, qui est appliquée a toutes les séries dans
RiskMetrics™). L’estimation du paramétre o est nécessaire pour calculer
la VaR a une date donnée.

Méthodes pour I’approche des valeurs extrémes

La méthode historique peut aussi étre utilisée pour mettre en ceuvre
I’approche des valeurs extrémes : on utilise alors la loi historique des
rentabilités extrémes observées et une probabilité extréme p°**. Notons,
pour le cas d’une position longue, VaR(F5ist p=t) la VaR obtenue par la
loi historique (approche des valeurs extrémes).

La derniere méthode utilisée est celle présentée précédemment (cf. sous-
partie 3.1) : la loi asymptotique estimée des rentabilités extrémes. Notons
VaR(FZ;Y™? p®™') la VaR obtenue d’apres la théorie des valeurs extrémes.

3.3.2. Comparaison des VaRs

Pour que la comparaison des résultats obtenus par les deux approches
(traditionnelle et valeurs extrémes) ait un sens, nous supposons : p*t = p™,
Nous considérons le cas d’une position longue. La probabilité extréme
correspond a I’observation sur un trimestre d’une rentabilité journaliere
minimale de I’indice SBF 240. Le jugement que I’on peut porter sur les
résultats d’une méthode peut étre fondé sur la comparaison avec les résultats
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de la méthode historique qui refletent la réalité passée (une comparaison
des résultats de VaR donnés par chaque modele estimé sur le passé avec
les réalisations des rentabilités observées dans le futur permettrait aussi de
juger de la qualité de prévision chaque modele).

Pour la méthode conditionnelle, deux types de marché sont considérés :
un marché calme (la volatilité est égale a la moitié de la volatilité non-
conditionnelle) et un marché agité (la volatilité est égale au double de la
volatilité non-conditionnelle).

Les valeurs de VaRs calculées pour différents niveaux de probabilité
extréme allant de 50% a 99% sont reportées dans le tableau 4 pour
les différentes méthodes. Examinons les résultats pour une probabilité
extréme de 95%. Les deux méthodes utilisées pour I’approche des valeurs
extrémes donnent des résultats similaires : la VaR est égale a 6,28 FF
pour la loi asymptotique de Fréchet et a 6,61 FF pour la loi historique
des rentabilités extrémes. La similitude des résultats donnés par ces deux
méthodes est conforme aux résultats du test de Sherman qui montraient que
la loi de Fréchet décrivait bien les extrémes observés. Comme 1’expliquent
BOULIER, DALAUD et LONGIN [1998], la méthode des valeurs extrémes
présente ’avantage d’étre paramétrique et de permettre le calcul de VaR

TaBLEAU 4

Comparaison des VaRs pour une position longue dans ’indice SBF 240.

Pro:bablhte Approche traditionnelle Approche iies valeurs
extréme (%) extrémes
Loi Loi Processus normal Loi Loi
historique normale conditionnel historique  asymptotique
or=0/2 or=0"-2
50 2.66 2,22 1,08 4,50 2,26 2,17
75 4.18 2,53 1,23 5,13 3,24 3,13
90 5.79 2,86 1,40 5,78 5,50 4,71
95 6.61 3,07 1,50 6,21 6,61 6,28
99 non 3,52 1,73 7,10 non 11,97
calculable calculable

Note: ce tableau donne les VaR obtenues a partir des méthodes des approches traditionnelle et
des valeurs extrémes : la loi historique, la loi normale (non-conditionnelle), un processus normal
conditionnel pour I’approche traditionnelle d’une part, et la loi historique des rentabilités extrémes
et la loi asymptotique de Fréchet pour I’approche des valeurs extrémes d’autre part. Les deux
lois historiques, la loi normale et la loi asymptotique d’extrémes donnent des résultats non-
conditionnels, dans le sens ol la VaR est identique quelles que soient les conditions de marché.
Le processus normal conditionnel donne des résultats qui dépendent du degré de volatilité du
marché; ce modele est donc utilisé dans le cas d’une période calme (la volatilité étant égale
a la moitié de la volatilité non-conditionnelle) et dans le cas d’une période agitée (la volatilité
étant égale au double de la volatilit¢ non-conditionnelle). Les modeles sont comparés pour
une probabilité extréme donnée définie comme étant la probabilité d’observer sur un trimestre
(T = 63) une rentabilité journaliere minimale de I'indice SBF 240. Afin de pouvoir comparer
les deux approches (traditionnelle et valeurs extrémes), nous supposons ; p*' = p™. Tous les
modeles sont estimés sur la période janvier 1977-juin 1990.
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pour des valeurs de probabilité d’apparition d’extrémes treés faibles (la
méthode historique est non-paramétrique et le calcul de VaR est limité par
le nombre d’observations). La loi historique de 1’approche traditionnelle
donne des résultats semblables a la loi historique de I’approche des valeurs
extrémes. Pour le seuil de 95%, les deux VaRs sont identiques : 6,61 FF 26
Une telle similitude s’explique par le fait que les deux lois utilisent les
mémes données empiriques. La valeur donnée par la loi normale non-
conditionnelle est nettement inférieure : 3,07FF. Cela traduit le fait que
la loi normale sous-estime les queues de distribution ?’. La méthode
conditionnelle produit des valeurs de VaRs qui dépendent du degré de
volatilité du marché. Avec une faible (forte) volatilité, les VaRs données
par ce modele sont inférieures (supérieures) a celles obtenues dans le cas
normal non-conditionnel. La comparaison avec la loi de Fréchet montre
que pour des probabilités extrémes de 95% et 99%, les VaRs données par
RiskMetrics™ sont inférieures a celles données par la loi de Fréchet.

N

Des conclusions similaires sont obtenues a partir de rentabilités de
fréquence hebdomadaire ou bimensuelle. Notons aussi que de tels résultats
sont aussi valides pour d’autres marchés comme le marché boursier
américain (LONGIN [1996b]).

3.4. Mise en perspective de la réglementation

Les résultats précédents permettent une analyse de la réglementation en
matiere de risque de marché. Comme indiqué dans I’introduction, la charge
en fonds propres n’est pas égale a la VaR calculée par les banques en interne
mais égale a un multiple de la VaR; un coefficient multiplicateur m (égal
a 3) apparait en effet dans les formules (1) et (2) définies par les autorités
de réglementation. Le fait que la loi normale sous-estime les queues de
distribution explique sans doute la présence du facteur multiplicatif m
dans ces formules. Ce multiplicateur permet de tenir compte du risque
de modélisation qui provient des hypotheses plus ou moins réalistes pour
modéliser le comportement des prix 8.

26. La loi historique des rentabilités et la loi historique des rentabilités extrémes peuvent donner
des résultats numériques différents pour certaines valeurs de probabilités (voir tableau 4); cette
différence s’explique par le fait que ’ensemble des observations de queues considérées par
la méthode historique de I’approche traditionnelle ne correspond pas exactement a I’ensemble
des observations extrémes considérées par la méthode historique de I’approche des valeurs
extrémes.

27. Le sens de cette affirmation peut étre précisé grace a la théorie des valeurs extrémes. La loi
normale appartient au domaine d’attraction de la loi de Gumbel caractérisée par une valeur
d’indice de queue nulle. Or, empiriquement, les estimations de 1’indice de queue reportées
dans le tableau 1 sont toujours négatives et significativement différentes de zéro (au seuil de
5%), ce qui implique le rejet de la loi de Gumbel.

28. Une analyse approfondie de la réglementation sur les risques de marché peut étre trouvée dans
BoOULIER, DALAUD et LONGIN [1998].
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4 Conclusion

Dans cet article, nous proposons une nouvelle méthode pour calculer la
VaR d’une position. Les risques de marché se traduisent par un risque de
faillite des institutions financieres li€ a la disparition des fonds propres. Nous
mesurons ce risque extréme directement a partir des queues de distribution;
nous n’utilisons pas comme c’est le cas d’habitude en finance une mesure
du risque global comme la variance. La méthode s’appuie sur la théorie
des valeurs extrémes qui permet de prendre en compte explicitement les
événements rares tels que les krachs boursiers. Nous avons appliqué la
méthode au calcul de la VaR de positions courte et longue dans le marché
boursier francais. La comparaison de notre valeur de VaR calculée a partir
des chocs extrémes avec celles données par certaines méthodes existantes
fondée sur la loi normale montre que celles-ci tendent a sous-estimer
I'importance des événements rares. Ce fait est sans doute a l’origine
du facteur multiplicatif dans les formules retenues par les autorités de
réglementation.

Si notre méthode se préte bien au cas (simple) d’une position linéaire, des
progres restent a faire pour traiter des cas plus complexes. Deux directions
de recherches futures peuvent étre envisagées : le cas d’une position non-
linéaire et le cas d’une position dont la composition évolue au cours du
temps . Le premier probléme (la non-linéarité des positions) est de toute
importance puisque I’impact des chocs de marché peut étre amplifié en
présence d’options. Le deuxieme probleme (I’évolution des actifs composant
le portefeuille et plus généralement 1’agrégation des risques) nécessite une
approche multivariée. L’extension de la théorie des valeurs extrémes au
cas multivarié permet d’étudier la corrélation des marchés en période de
crise. La méthodologie présentée dans LONGIN [1996c¢] permet de répondre
aux questions suivantes : une rupture de corrélation se produit-elle lorsque
les marchés sont tres agités? Les facteurs de risque sont-ils dépendants ou
indépendants en période d’extréme volatilité?

Notre méthode vient compléter le spectre des différentes méthodes de
mesure du risque existantes. Sa principale caractéristique est de tenir compte
explicitement des conditions extrémes de marché qui sont au centre des
problémes de réglementation en finance. Notre méthode est scientifique par
nature mais les parametres de la méthode restent a définir par I'utilisateur. La
VaR calculée dans les conditions extrémes de marché donne une information
qui peut s’avérer tres utile lors de prise de décisions en matiere de fonds
propres et plus généralement au niveau de la gestion des risques mais
comme nous le rappelle Steven Thieke, responsable du Comité de Gestion
des Risques de Marché chez JP Morgan: « There has to be a point where this

29. Une position est dite (non) linéaire si la variation de sa valeur est (non) proportionnelle a la
variation du facteur de risque.

48



stops being a risk measurement methodology and becomes a management
issue. »
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